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آموزشی
دكتر محرم نژاد ايردموسي، عضو هیئت علمي دانشگاه شهید بهشتي 

بخش اول: مسئله ها
،f1(x)=f(x) ف��رض  ب��ا  و   xf (x)
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ف��رض  ب��ا   .161 
.f2015(2015) مطلوب است مقدار .fk=f1ofk- 1

162. حاصل عبارت زیر را به دست آورید:
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N .163 عددي اس��ت که در آن هر رق��م 1، 2، 3، 4، 5، 6 و 7 دقیقاً 
3 بار به کار رفته، اما رقم 8 در این عدد به کار نرفته اس��ت. ثابت 

کنید N مربع کامل نیست.

164. براي هر عدد طبیعي f(n) ، n برابر است با تعداد روش هاي نوشتن 
 ،n=a1+a2+...+ak :به صورت مجموع چند عدد طبیع��ي. مانند n
به ط��وري ک��ه: a1≤a2≤...≤ak≤ak+1. براي مث��ال: f(4)=4، چون: 
1+1+1+1=2+1+1=2+2=4. اکنون f(n) را برحسب n به دست آورید.

165. آی��ا تواني از 2 وجود دارد که چهار رقم س��مت راس��تش برابر 
2014 باشد؟

اشاره
»پاي تخته« عنوان بخش ثابتي در »ماه نامة برهان« است كه از دو بخش داخلي مسئله ها و راه حل ها تشكيل شده است. در هر 
شماره از ماه نامه، 10 مسئلة جديد مطرح مي شود كه همة خوانندگان را به چالش مي طلبد. توصيه مي كنيم كه به طور فعال به حل آن ها 
بپردازيد و راه حل هاي خود را براي انعكاس در ماه نامه برايمان بفرستيد تا با نام خودتان در شماره هاي بعد چاپ شود. از طراحان مسائل 
رياضي نيز مي خواهيم كه مسائل جديد خود را براي طرح در بخش مسئله ها برايمان بفرستند. توجه داشته باشيد كه مسائل جديد بايد 

همراه با حل )يا راه حل هاي( آن ها و در صورت امكان با ذكر مأخذ باشد.
مسائل و راه حل هاي خود را مي توانيد يا از طريق پستي )به آدرس ماه نامه( و يا از طريق پست الكترونيكي، برايمان بفرستيد كه طريقة دوم 
سريع تر و بهتر خواهد بود. در صورتي كه خواستيد از طريق پست الكترونيكي اقدام كنيد، صفحات نوشته هاي خود را اسكن )با وضوح حداقل 
150dpi( و يا تايپ كنيد و بفرستيد. در پايان هر سال اسامي نفرات برتر در ماه نامه درج خواهد شد و به بهترين ها جوايز نفيسي اهدا مي شود.

نكتة آخر اينكه در چند شمارة اول، سهم مسئله ها بيشتر است و با دريافت پاسخ هاي شما، بخش راه حل ها به تدريج پربارتر خواهد شد. 
منتظر راه حل هاي ارسالي شما هستيم.

تختهپاي

166. جملة 2015- امُ در دنبالة  ..., 1,2,2,3,3,3,4,4,4,4 را به دست 
آورید.

 ،n ف��رد  طبیع��ي  ع��دد  ه��ر  ازاي  ب��ه  کنی��د  ثاب��ت   .167 
1n+2n+...+nn بر n2 بخش پذیر است.

n .168ضلع��ي منتظمي در صفحه رس��م ش��ده اس��ت، به طوري که 
هیچ کدام از اضاع آن عمودي نیس��ت. اگر m2 ،m1، ... و mn به 

ترتیب شیب اضاع باشند، ثابت کنید:
m1m2+m2m3+...+mn- 1mn+mnm1=-n

169. ن��ه خ��ط راس��ت داری��م ک��ه ه��ر ک��دام مرب��ع ABCD را 
ب��ه دو چهارضلع��ي ب��ا نس��بت مس��احت 2 ب��ه 3 تقس��یم 
 کرده ان��د. ثاب��ت کنی��د س��ه تا از ای��ن خط��وط از ی��ک نقطه 

مي گذرند.

170. چندجمل��ه اي P(x) از درجة n، حداق    ،  ریش��ة متمایز دارد. 
 ثاب��ت کنی��د: P(x) چندجمله اي صفر اس��ت )P(x)=0 به ازاي

.)x∈R هر
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بخش دوم: راه حل ها
131. ب�دون اس�تفاده از ماش�ين حس�اب ع�دد 159999 را به 

عامل هاي اول تجزيه كنيد.
159999=4002-1=204-1=)202-1()202+1(

=)20-1()20+1(×401=3×7×19×401    
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132. همة مقادير صحيح n را بيابيد، به طوري كه حاصل 
مقداري صحيح داشته باشد.
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 a+b2 و a2+b ، a+b دو عدد حقيقي هس�تند. اگ�ر b و a .133
گويا باشند و a+b≠1، آن گاه ثابت كنيد a و b گويا هستند.

 چ��ون a2+b و a+b2 گوی��ا هس��تند، پ��س تفاض��ل آن ها یعني 
(a+b- 1)(a-b) نیز گویاست. چون a+b- 1 عدد گویایي غیرصفر است، 
پس a-b نیز گویاس��ت. نهایتاً چون a+b و a-b گویا هستند، جمع و 
تفاض��ل آن ها یعني 2a و 2b گویا هس��تند. در نتیجه a و b نیز گویا 

هستند.

،a2+b2اگ�ر هس�تن��د.  ح��قيق�ي  ع�دد  دو   b و   a  .134 
a3+b3 وa4+b4 گوي�ا باش�ند، ثابت كني�د a+b و ab گويا 

هستند.
م�����فروض��ات  و   a4+b4=(a2+b2)2 - 2a2b2 ت����س��اوي  از 
ت����س��اوي  از  a2b2∈Q. س��پس  م��ي ش��ود:  نت��یج��ه   مس��ئله 
 .a6+b6∈Q :نتیجه مي ش��ود (a4+b4)(a2+b2)=(a6+b6)+a2b2(a2+b2)
از ط��رف دیگ��ر: a6+b6=(a3+b3)2 - 2a3b3. در نتیج��ه: a3b3∈Q. پس 

.ab∈Q
حال با توجه به تساوي a3+b3=(a+b)(a2+b2 -ab) نتیجه مي شود: 

.a+b∈Q

ك�ني�د:  ثاب�ت   b و   a حقيق�ي  ع�دد  دو  ه��ر  ب�راي   .135
 .)x جزء صحيح ( [2a]+[2b]≥[a]+[b]+[a+b]

اگر {x} نشان دهندة جزء اعش��اري x، یعني x-[x] باشد، آن گاه 
 b به جاي [b]+{b} و a به جاي [a]+{a} ب��ا جاي گذاري .x=[x]+{x}

داریم:
[2a]+[2b]=2[a]+[2{a}]+2[b]+[2{b}]
[a]+[b]+[a+b]=2[a]+2[b]+[{a}+{b}]

در نتیجه کافي است ثابت کنیم: 
[2{a}]+[2{b}]≥[{a}+{b}]

ب��ا حالت بندي روي مقادی��ر {a} و {b} )4 حال��ت( در بازه هاي 
 نامساوي به راحتي ثابت مي شود.
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136. ثابت كنيد 

داری��م:   
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ف��رض  ب��ا 
تس��اوي  از  نتیج��ه  در   .AB= - 1 دیگ��ر:  ط��رف  از   .A3+B3=4 
 .S3+3S- 4=0 :داریم S=A+B و با فرض A3+B3=(A+B)((A+B)2 - 3AB)
ب��ا تجزیة عبارت داری��م: 0=(S2+S+4)(S- 1) که نتیجه مي دهد 

.A+B=1 :در نتیجه .S=1

y ، x .137 و z سه عدد حقيقي مختلف هستند. ثابت كنيد:

n
n

x y y z z x

a b (a b)
x y x y

S (x )(x )(x )...

x x x ...
x xx x

K( K )( K )

(K K)

K K

K N ( )

+

−

+ + −

− + − + − ≠

+
+ ≥

+

= + + +

− − −
= × × × =

− −− −
≤ − + ≤

⇔ ≤ − ≤

⇔ ≤ − ≤

⇒ ≤ ≤ ⇒ = − =

3

2

3 3

33 3

2 2 2

2 4

2 4 8

2 4

3

3

3

8
4

2 5 2 5

0

1 1 1

1 1 1 1
1 11 1

200002 2 2 2 2 2 299992

200002 8 299992

25001 37499

30 33 8 33 33 28723

n
n n n

n n

AA
A

A
A

m
!

(x ) ( ) xx xx
x x x x

x
x x

x x x x
x x x x

( x ) x x
x x x

x x x

a k (a k) a k (a k)

a k( )
PQ
AB
TU

−
−
− −

= + = +
++

=

+ 
 
 

− − − −
− − − = = = −

− + −

− = − + ⇒ − + = − =

⇒ − − = ⇒ − = ⇒ − =

±
⇒ − = ⇒ =

+ = + ⇒ + = +

⇒ = × + −

=

2

2

2
1 2
2 2

2

2
11 12 21

2
2

5
5

1 111 1 1 11 1
1 11

1 1 1 12 1 1 2 0

1 1 11 0 1 1

1 51
2

2 2

5 2 2 1
3
4

AB

a
b

/

CF

AF

FB

BG FB

=

+
× =

 
=  
 

=

π = π×

= + = + = +

= + = + = +

= + = + = + =

=

=

=

=

2

2

1
4

1 3 2 4
2

5
10

2
1
2
16 6
6

1 332 8 16 8 8 8 1 4 8
2 2
3 58 2 32 2 2 16 2
2 2

78 2 3 4 2 2 2 5 5 5
2

16
3
20
3
4
3

3 4

2
3

   

  

  

مي دانیم اگر a+b+c=0، آن گاه: a3+b3+c3=3abc )درس��تي این 
 a3+b3+c3=3abc نتیج��ه را ثابت کنید و نش��ان دهید برعکس، اگ��ر
آن��گاه: a=b=c ی��ا a+b+c=0(. براس��اس بره��ان خلف، ف��رض کنید: 
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 در نتیجه:
x y y z z x (x y)(y z)(z x)= − + − + − = − − −30

ک��ه نتیجه مي ده��د: x=y یا y=z یا z=x که تناقض اس��ت. پس 
عبارت حکم برابر صفر نیست. 

138. مكان هندسي نقاطي مانند (x,y) را پيدا كنيد كه در تساوي 
x3+y3+3xy=1 صدق مي كنند.

 x=y=-1 یا x+y- 1=0 :در نتیجه ،x3+y3+(- 1)3=3xy(- 1) :داری��م
یعني مکان هندسي، یک خط راست و یک نقطه است. در اینجا نیز از 

نکتة مسئلة قبل استفاده کردیم.

 y و x و هر دو عدد حقيقي b و a 139. ب�راي ه�ر دو عدد حقيقي
ثابت كنيد:
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با ساده کردن نامساوي به نامساوي 2≥0(ay-bx) مي رسیم.

ده�ي�د  ن�ش�ان   ،n ص�حي�ح  ع��دد  ه��ر  ازاي  ب��ه   .140 
n4 - 22n2+9 مركب است.

اگر n مضرب 3 باش��د، آن گاه n4 - 22n2+9 مضرب 9 و در نتیجه 
مرکب است. اگر n مضرب 3 نباشد، n2 به فرم 3k+1 است و در نتیجه 

n4 - 22n2+9 مضرب 3 خواهد شد که نشان مي دهد مرکب است.


